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Abstract 


As trocoides, curvas resultantes da circulagao de um ponto ao longo de uma reta, assim como as epitrocoides e hipotrocoides, resultantes da circulagao ao longo de um circulo sao ha muito tempo 

conhecidas e representam uma familia importante de curvas notaveis no gp . Uma referenda historica e apresentada com o intuito de avaliar a importancia que estas curvas desempenharam no 

/ 

desenvolvimento da matematica e fisica. Neste trabalho, propomos a definigao das circulantes orientadas ao longo de uma curva qualquer e sua classificagao. E demonstrado um teorema sobre a 
forma geral das curvas resultantes da circulagao orientada em y.(a,/3)czyi-*m 2 . Os resultados foram avaliados no Mathematica e confirmados. Sao propostos ainda dois problemas : i) A determinagao 
da curva Y tal que o lugar geometrico resultante da circulagao de um ponto P interior de um circulo osculador seja uma reta e ii) A determinagao da curva Y tal que o lugar geometrico 
resultante da circulagao de um ponto P interior de um circulo osculador tambem seja um circulo. Conclusoes sao apresentadas. 



1 Introducao 

Dentre as curvas resultantes do rolamento de um circulo, as trocoides sao muito especiais. Em particular a cicloide, que foi 
chamada de Helena da Geometria, nao so por suas multiplas propriedades, como tambem por ter sido alvo de disputa entre muitos 
matematicos da epoca. A cicloide e definida como sendo o lugar geometrico descrito por um ponto que dista de b de um circulo 
de raio a que rola sem deslizar sobre uma reta. Se b<a entao a cicloide e conhecida como cicloide reduzida, se b>a e alargada, se 
a=b apenas cicloide. O primeiro que a estudou com profundidade foi Evangelista Torricelli (1608-1647) que em 1644 publicou 
um tratado sobre ela. Christiaan Huygens (1629-1695) verificou que ambos a evoluta e involuta de uma cicloide sao cicloides, e 
desenvolveu a partir dai a teoria geral da evolutas das curvas; publicou ainda em 1673 o Horologium Oscillatorium , relatando a 
descoberta que a cicloide tern a propriedade tautocrona, ou seja, desprezando-se o atrito, se invertermos uma cicloide e deixarmos 
cair um objeto pela mesma este chegara no ponto mais baixo da curva em um intervalo de tempo que nao dependera do ponto de 
partida. Outro resultado obtido por Huygens foi a determinagao da trajetoria que deve oscilar um pendulo de maneira que seu 
periodo permanega constante, independente da amplitude de oscilagao. Essa curva, denominada isocrona resultou ser tambem a 
cicloide. Outro problema famoso foi o problema da braquistocrona , proposto por Johann Bernoulli (1667-1748) em 1696 e 
consiste em encontrar uma curva que una dois pontos A e B situados num mesmo piano vertical com a propriedade de uma 
particula inicialmente em repouso que deslize sobre essa curva, leve o menor tempo possivel para ir, sob a agao da gravidade, de 
A ate B. O ponto A e suposto estar acima do ponto B mas nao na mesma vertical. Quando A e B se encontram na mesma 
vertical. A solugao desse problema foi publicada pouco menos de um ano apos a sua proposigao, por Jacob (Jacques) Bernoulli 
(1654-1705), irmao mais velho de Johann Bernoulli levando novamente a cicloide. Isto caracterizou o imcio dos problemas 
variacionais e sua investigagao foi o imcio do desenvolvimento do Calculo Variacional. Por outro lado, as curvas descritas por um 
ponto P, que dista c, do centro de uma circunferencia de raio b a medida que esta rola sem deslizar pelo exterior de outra, cujo 
raio e a sao as epitrocoide s. Um caso particular das epitrocoides sao as epicicloides (b=c). Os casos especiais das epicicloides, por 
sua vez, sao as cardioides (a=b) e as nefroides (a = 2b). No caso de rolarem interiormente sao as hipotrocoides. Um caso 
particular das hipotrocoides sao as hipocicloides (b=c). Os casos especiais da hipocicloide sao a tricuspoide ou deltoide (a=3b) e a 
tetracuspoide ou astroide (a=4b). Estas curvas foram estudadas por Albrecht Diirer (1741-1528) em 1525, Girard Desargues 
(1591-1661) em 1640, Huygens (1679), Leibniz, Newton (1686), Guillaume Frangois Antoine Marquis de L'Hopital (1661-1704) 
em 1690, Jacob Bernoulli (1690), Philippe de La Hire (1640-1718), Johann Bernoulli em 1695, Daniel Bernoulli (1700-1782) em 
1725, Leonhard Euler (1707-1783) em 1745, 1781. Estas curvas notaveis resultantes da circulagao de um circulo de raio b, com P 
pertencente ao circulo distando de c do centro ao longo de uma reta ou ao longo de um circulo de raio a, podem ser classificadas 
segundo o esquema apresentado na figura 1. 
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figura 1 — Sistema classificatorio para as trocoides, epitrocoides & hipotrocoides 
Dentre as curvas citadas podemos analisar os tragos conforme a figura 2. 
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figura 2 — Trago das Trocoides, Epicicloides & Hipocicloides classicas 
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O problema abordado neste trabalho consiste em encontrar a forma geral das curvas <p[t ) que descrevem o lugar geometrico 
orientado resultante da circulagao de um ponto P ao longo de uma curva r\ct,f3) <= ^ ->9? 2 , de classe C 1 , de modo que P 
pertenga a um circulo de raio a e dista b do centro, conforme a figura 3. 



figura 3 -A curva y e sua circulante 


2 Deilnicoes 


Definifao 1. Denomina-se curva circulante orientada de /, , a curva que representa o lugar geometrico orientado 

descrito por um ponto P que dista b>0 do centro de um circulo osculador de raio a>0 , ao circular, sem deslizar, ao longo 
da curva f com orientagao A, dada. 

Definigao 2. Denominam-se circulaveis as curvas de classe C 1 que admitem uma curva circulante. Caso contrario, as 
curvas sao denominadas incirculaveis. 

Definigao 3 . A estrutura classificatoria fundamental das curvas circulantes p(X, 0 e dada a partir da caracteristica de k , 
conforme a figura 4. 
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figura 4 — Classificagao fundamental das circulantes 

Definigao 4. Denomina-se orientagao de uma circulante a propriedade desta ser dextrogira ou levogira. As circulantes sao 
dextrogiras quando o centro O do circulo osculador e dado por O = y(t)+ Ah com A > O, em outros termos o versor 
normal a curva fi aponta para o centro do circulo osculador. Caso contrario sao levogiras com 2 < 0 , o que equivale a 
dizer que o versor h nao aponta para o centro do circulo osculador. Em ambos os casos ^ eo fator orientacional da 
circulante. 

Definigao 5. Denomina-se caracteristica secundaria de uma circulante a posigao relativa do ponto interior ao circulo. Se 
b=0, definimos as replicantes. Para b<a definimos as circulantes reduzidas e b>a as circulantes alargadas. Se b=a 
definimos as circulantes naturais. 

3 Teorema Fundamental das Circulantes 

Seja 7 :(a,/?)c9J->9J 2 , uma curva regular (Mf|| >0 ) de classe ^\, dada parametricamente por y(v)=(x(v)^(t)) 
orientagao hi . Entao a forma geral da circulante de y(t ) e dada por : 
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{A) = 1 se cp e dextrogira e (a) = -i se cp e levogira 

4 Conclusoes 

Mediante o Teorema desenvolvido foi possivel abordar o problema da determinagao da curva y(t) tal que o lugar geometrico 
resultante da circulagao de um ponto P interior de um circulo osculador seja uma reta. O problema consiste na solugao de um 
sistema de equagoes integro-diferencial conforme : 
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A solugao particular deste problema para a=b encontrada foi 
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Sendo a fungao y/(u) definida conforme : 
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A curva obtida com |y(r)|| = i denominamos de Circulada Singular Geratriz da Reta , trata-se de uma curva constitufda de 
semi-circulos ligados. Na figura 5 podemos observar o trago da curva para t e [0,6zz- ] e 0 circulo osculador com a=b=l. Nota- 
se os semi-cfrculos de raio=2. 



figura 5 — Trago da Circulada Singular Geratriz da Reta 

Observa-se um comportamento singular para t = 2anx,n e N. O problema da determinagao da curva y(t) tal que o lugar 
geometrico resultante da circulagao de um ponto P interior de um circulo osculador gere um circulo esta em aberto. Concluiu- 
se, de modo geral, que a resolugao analitica das circulantes pode em muitos casos ser obtida. A resolugao numerica, no 
entanto, demonstrou ser facilmente resolvida no Mathematica em todos os casos. Na abordagem inversa do problema, ou seja, 
a obtengao de uma curva, dada a sua circulante recai em um sistema de equagoes integro-diferenciais de alta complexidade, 
sendo a resolugao numerica igualmente complexa mesmo para os casos mais simples. 
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